

















前 言 


本书是为大学数学专业高年级学生或一年级研究生编写的，可作为分析课程 
的教科书。 

这一版包含的论题，本质上与第二版相同，有些增加，有一点小的削减，还 
有一项重要的 改组。 我希望这些变动，能使这本教材更易接受，也更能吸引学习 
这门课程的学生。 

经验使我相信 * 一开始就从有理数建立实数，从教学法上说，并不妥当（虽 

然逻辑上正确）。许多学生在初学之时完全不体会这样做的必要性，因此，将实 

数系做为具有最小上界性的有序域而引人，并且很快就对这个性质做了一些有益 
的应用。但是 Dedekind 结构没有略去。现在把它放在第1章的附录中，在适当 
时读者可以深人学习。 

多变量函数的材科差不多完全重写了，补了许多细节，又添了不少例题和许 

多启示 • 反函数定理——第9章的关键项目——的证明，用压缩映像的不动点定 

理把它化 简了。 微分形式的讨论更加详细。加人了 Stokes 定理的一些 应用。 

关于其他的改变是：把 Riemaim-Stieltjes 积分这一章做了一点调整，关于 r 
函数，把读者自证的那一小段加到第8章里去了，并且有许多新的习题，其中大 
多数都给了十分详细的提示。 

我又在几处说到了美国数学月刊或数学杂志上出规的作品，以期学生逐渐养 
成査阅期刊文献的习惯，这些旁涉多半是由 R. Burckel 的惠示。 

在过去几年里，许多学生和教师及其他读者，对于本书的前两版，给我送来 
了更正、评论和其他 注释。 对此，我都非常尊重 • 借此机会对所有给我写信的各 
位致以真诚的谢意。 


Walter Rudin 











重要符号表 


下表所列符号附以简短说明及其定义所在之莨數 


e 属于 
€不属于 
C， 二）包含符号 
Q 有理数域 
<，<•>，>不等符号 
sup 最小上界 
inf 最大下界 
R 实数域 

+ 00 ,- 00,00 无穷大 
Z 复共轭 
ReCx) 实部 
ImCz) 虚部 
kl 绝对值 
2求和符号 
R k 4维欧氏空间 
0零向量 
• y 内积 
1^1向量: C 的模 
序列 

U，u 并 

n，n 交 

ia,b) 开区间 
[a，A] 闭区间 
拉 £的余集 
^ £的极限点的集 
E E 的闭包 
lim 极限 



10,23 

12 

12 

12 

12 


13,49 

13 

14 
14 
14 

22 I 

23： 

23 
26 
26 
27 
30 
30 
41 


g-f % 

/( 工 +) 

fix-) 
/，/⑴ 
U(P,f) 


^(X) 
exp 指 
D n Di 
r ⑴ 

{«1 ，…， 
L(X),L(X- 
空间 

[A] 矩阵 
Djf 偏导赛 
Vf 梯度 
« 
det[A] 

JM 



























































第 1 幸 


( a ) 得证.在 ( a > 中取 sr =0 就是 ( b ). 在 ( a > 中取 z = —: r 就是 ( c ). 

因 一1+1=0, ( c ) (用 一 1代替; r , z 代替; y ) 就能产生出 （ d ). 

1 . is 命题乘法公 a 包含着以下几个述语： 

( a ) 如果 jc 尹0，并且 : c ： y =: cz ， 就有 y=zt 

( b ) 如果 jc 尹0，并且 • r i y =; r ， 就有>=1» 

( c ) 如果 j : 尹0,并且 j ：： y = l , 就有： y = l / x : 

( d ) 如果 : c 关0,就有 i /( lAr )=； r . 

证明与命題 1.14 的证明类似，所以从略. 

1.16 命題对于任何： r , ： y , z^F , 域公理包含着以下的述语 

( a ) 0 x =0 

( b ) 如果 j : 尹0,且: y 尹 ：0，那么； c >^：0. 

( c ) (— j ) y = —( xy )= j ：(—>). 

(d) (—j)( — 

证 0 j +0 j =( O +0) x = Ox . 因此，由 1. 14( b ) 有 0_ r =0, 而 ( a ) 成立. 
次设而 ^=0. 于是由 < a ) 能推出 


> =( 7 )( 7 )--( 7 ) 0- 0 


矛盾.于是 (b) 成立. 

(c) 中前一等式，可由 


(― + = (― + = 0 


结合 1.14(c) 得来 f (c> 的后半可用同样方法证明.最后，由 （c) 及 1.14(d) 得 
(一 _r) (一： y> =- [x(-y)] =- [- (a^.)] = x>. 

1. 17定义有序域是一个城 F， 又是合于下列两条件的有序集 
(i) 当； c，：y， 且: y<s 时， x+y<x+z t 
(ii> 如果 X， 3-eF, _r>0 且: y>0, 那么巧 >0. 

如果: r>0, 就说: r 是正的,如果1<0,就说 z 是负的. 

例如， Q 是有序域. 

凡属研究不等式关系时所施行的一切熟知的规则，可以用到任何有序域上： 
用正 （负〉 量乘时，保留(逆转)不等式的方向，平方不为负数，等等.下面的命題 
罗列了其中的一些. 

1.18 命题在每个有序城中，下面几条述语都正确： 

(a) *»*.x>0, 那么一 jr<0 s 反过来也对. 

(b) 如栗: c>0 而： y<*， 那么 j：：y<:«r. 

(c> 如果2<0而： yO, 那么 ■r 1 y>_r*. 

(d) 如果 a: 关0，釋么： ^>0. 特别有1>0. 





























实教系和夏教系 



我们用一重要不等式来结束本节，它通常被称为 Schwarz 不等式. 

1.35 定理如果〜， 山 ，…， a. 反 b” h, …， 〜都是复数，那么 

u I 2 . 

证设 A 二 Sl〜 丨 2 , B = S I I s . C=2a 表（在本证明的所有和中，遍 
历1，…，》诸值).如果 B = (K 那么…=6,^0,而定理的结论是明显的. 
因此，可假定 B>0. 由定理 1.31, 有 
S I Baj-Cbj | a = ^(Baj-CbjHBaj-Cb^ 

= I | a -BCS«A-BCS^^+l C'l s 2 I b } T 

= B Z A-B I C I 2 
=B(AB-| C I 2 ). 

因第一个和中的每一项非负，而知 

B(AB-| C| 8 ) 彡 0. 

由 B>0 推得 AB- | C | ^0. 这就是要证的不等式. 

欧氏空间 

1.3«定义对于每个正整数设把是一切6元有序组 
* = (x, — 

的集，其中 A ， x*， …，而都是实数， 称为 *的 坐标.记中的元索称为点或向 
量.（特别当 A>1 时是这样).我们用粗体字表示向量.如果 r= (%,•••，九）而 






































































































































那么根据定理 2.19 和 2. 24, G 是X的开子集. 

因为一切 />ef ： 都有/显然 ECGDY. 

按照V,的选取，对于每个 pe£， 我们有 V,nYC£：， 从而 GflYCE. 这样 
—来， E^Gf\Y, 而定理的一半就被证明了. 

反过来，如果 G 是X ■的一 个开集， 0E=Gf1y. 那么每个 P6E 有 一个邻 
域 ICG. 于是 WflYCE， 所以 E 关于 Y 是开集. 

紧集 

2.31 定义设£：是度量空间X里的一个集，£：的开覆盖指的是: Y 的一组 
开子集 <0,使得 EcyG,. 

2.32 定义 度量空 的子集 K 叫做紧的，如果 JC 的每个开覆盖总含有 
一个有 垠子覆盖. 

说得更明确一些，这个要求就是，如果 {G__} 是 K 的一个开覆盖，那么总有 
有限多个指标 m ，…， 〜使得 


K Cl G., U ... UG... 


在分析学里，特别是牵涉到连续性时(第4章），縈性的概念是极为重要的. 
每个有限集显然是紧集.在 W 中存在很大一类无限的紧集.这一点将见于 
定理 2. 41. 

先前(在 2. 29段)我们说过，如果 ECiycX， 那么 E 可能关于 Y 是开的，而 
关于X不是开的.因此，集的开与不开全在于被安置的空间.同样地，集的闭 


然而我们即将看到，紧性表现得较好.为了叙述下一个定理，我们暂时说， 
如果符合了定义 2. 32的要求， JC 就关于X是紧的. 

2.33 定理设 KCycX. 那么 K 关于X是紧的当且仅当 K 关于 Y 是 
緊的 ■ 

根据这个定理，在许多场合，我们可以认为紧集本身就是紧度量空间，而不 
必考虑它是被安置在什么空间内的.特别是谈论开空间或闭空间尽管没什么意义 

(每个度置空间X是它自身的开子集，也是它自身的闭子集).但是谈论緊度量 

空间却有意义. 

证设 k 关于 x 是紧的，并且设 〖v,} 是一组关于 y 是开的集，使得 /c 匚 yv a . 
由定理2.30,对一切《，各有关于X是开的集 G lt 使得又因°为凡 
关于X是紧的，我们可以选出有限多个指标 01 ，…， 《 a 使得 


U … UG._. 


(22) 


因为 fC(=y， 那么 (22) 意味着 
















































2. 如果存在不全是零的整数 a。， ^， •••，a„， 而复数 a： 满足 

flo z" + a, z rl + … + a^s: + a, =0. 

就说 z 是一个代数数.证明，所有代数数构成可数集. 

提示： 对于每个正整数 N, 满足条件 

” + 丨 a 0 | + | ai H - H a n I == N 

的方程，只有有限个. 

3. 证明 ： 存在不是代数数的实数. 

4 . 问： 所有无理实数组成的集是否可数？ 

5. 作一个实数的有界集，使它有三个极限点- 

6. 令扩是的一切极限点的集.证明 E' 是闭集.证明£与 S 有相同的 
极限点，（回想 E=£；Uf). £与是否总有相同的极限点呢？ 

7. 令义， A £ ，A a , …是某度置空间的子集. 

Ca) 如果 证明 足，„= 1,2,3，.... 

(b) 如果 B = p 证明 S 二瓦. 


举例表明这个包含号能够是真正的包含. 


8. 是否每个开集 EC：i? z 的每个点一定是£的极限点？对炉中的闭集如 
何呢？ 


9. 令£°表集 E 的所有内点组成的集.[看定义 2.18(e), E° 叫做£:的内部] 


U) 证明 E° 是开集. 

(b) 证明 s E 是开集当且仅当 E°=£：. 


(c> 如果 Gd£ 且 G 开，证明 GCF*. 
(d) 证明 E •的余 集是£的余集的闭包. 
(e>£ 的内部与 E 的内部是否总一样？ 
(0£的闭包与£°的闭包是否总一样？ 


lo. 设 x 是无穷集.对于 pex, q ex, 定义 


|i (如果户关 
lo (如果 /> = ?). 


证明这是一个度量.由此所得的度量空间的哪些子集是开集？哪些是闭集？ 
哪些是紧集？ 

11. 对 zei? 1 及； yei? 1 ， 定义 






























数列与级数 



























































教列与级教 


§ 2 *叫 


—fli 4- 2 a t 4- 4a 4 4- 8a g 4- . 


收敖. 

证根据定理 3. 24, 现在只考虑两者的部分和是否有界就行了.设 
j. = ai + a ? + ••- +a. * 

= a t 4- 2a z + … + 2*a 2 *. 

当 n<2» 时， 


因此， 


• <fl| + (a 2 + a s ) + … + (a 2 * - 


<ai + 2<n + ••• + 2*a?» = t k . 




另一方面，当 《>2* 时， 


,^a, +a 2 + (a 3 +a 4 ) + ― 4 - (a 2 *-»+i + ••• +a 2 *) 
^\ a \ +a? +2a« H - l-Z^'ag* — 


因此， 


2s. ^ U 


(7) 


(8) 


(9) 


由 （8〉 和 (9) 来看，序列和或者同时有界，或者同时无界. 

证毕. 

3.28 定理如果#>>1,2 +就收敛，如果#><1，它就发散. 

证如果#><0,发散性可由定理 3.23 得出.如果#>>0,用定理 3.27, 这 
就要看级数 

茗2*忐= E 2* <W1 . 

然面，当且仅当1_#><0时才能够2^<1，再与几何级数比较一下，（在定理 
3. 26中取就把定理推出来了. 

我们进一步用定理 3. 27来 证明： 

3.29 定理如果 户>1 


就收敖；如果/><1,这级数就发教. 


(10) 














所以级数收敛，而定义有意义.实际上，这级数收敛得很快，从而使我们能够把 
e 计算得十分精密. 

e 还可以按另一极限过程来定义，它的证明对于极限的运算提供了一个很好 
的说明.注意到这一点是有益的. 

3.31 定理 
证设 

、普 ■十奵. 

根据二项式定理 

4 1 - +M 1 -IH 1 - 宁 ). 

因此根据定理 3. 19 

lim sup /, < « (14) 

其次，如果那么 

固定了 7M 并令 M-oo, 我们得到 

^1 + 1+Jj + —+ ^y. 

因此， 

s „ < lim inf /.. 

让 m—oc, 最终得到 

e ^ lim infr „. (15) 

定理从 ( I 4> 和 （15) 就推出来了. 

级数的收敛速度可以估计如下：设&的意义就像上边 那株， 于是 






轰列与级* 57 

所以对于无穷多个 n 的值，会出现丨〜丨>1，因此， ■■收 敛的必要条件(定理 
3. 23)a.^O 不能成立 ■ 

为了证明(<：)，我们来看级数 

2 士，岛 

这两个级数的都等于1，伹前者发散而后者收效. 

3.34 定理 | 比車翰敛法1关于级数 
U) 如果11^叩|^|<1,它就收敛. 

(b) 如果有某个 ffl 定的正整教 no, 时|^|>1,它就 发敢. 

证 

如果满足了 U) 的要求，便可以找到/?<1和正整数 N， 使得 n>N 时， 



—个个地写出来就是 

I aim \<P\ as | > 

I a N+! |<,3| ICV I I ， 


I a N +, I < /? I aw I. 

这*味着当时， 

I I <| a w in ， 

这样一来， < a > 的结论就可以根据却"收敛，由比较检效法推出来了. 

如杲当时，丨 I > I a . | ,便容易知道，条件 a .- O 不饑成立. 
由此就推出 （ b ). 

注，知道 lima , +1 / a , = l , 对于 2 a •的收 敛性，什么都说明 不了； 21/ n 及 
21/« ! 这两个级数就能说明此点. 

3.35 倒 
( a ) 考虑级败 














显然，右边最后一个表达式等于 (20) 的右端. 






































第 3 聿 


这里假定右端的和不 是〜一 0的形状. 

6. 研究 Sa- 的性质(收效或发散），如果 


(c)a„ = (V^— 1)"» 

( d >«- = Y^- z 取复数值. 

7 . 证明.如果那么 2 a, 收敛包含着 




8. 如果2^收敛，而单调有界.证明2^6«也收敛. 

9. 求下列每个幂级数的收敛半径： 


(a)S«V, (b)2 士％ 



10. 假定幂级数的系数都是整数，其中有无限多个不是零.证明收敛 
半径最大是 1. 

11. 假定〜 >0, S „= ai + …而 2a ■发散. 

(a > 证明发散. 

( b > 证明 

t + … + 

再证明 

if 

发散. 

( c ) 证明 




再证明 2 含收敛. 

咖 rfe ， 怎样 呢？ 

12. 设 a_>0 且收敛.令 

(a> 证明 m< n 时… +3>1— 再证明2 $发散. 
(1»证明&<2(^_^/^>，再证明 S^Jffc 敛. 

13. 证明两个绝对收敛级败的 Cauchy 乘积也绝对收敛. 

14. 设为复数序列，定义它的算术平均数 A 为 

g - = J ° + ^Xl~ +S% (㈣ 山 2,_..). 

<a) 如果 证明 

(b> 作这样一个序列 Uh 使但不收敛. 

(c> 是否能出现这样的亊： 对一切 ”，知>0,虽然但是 lim S ut«>=oo? 
(d ) 对于》>1，令证明 



假定并且彳内}收敛.证明 U-} 收敛.[这是 (a> 的一个逆命題，但是 
添了一条 假设： na.-0]. 

(e> 在较弱的假定下，推导上一个 结论： 假设 M<oo, 对于了切〜 |«a. |<M 
而且按下列步蘼证明 
如果《<»*，那么 

n =㈢ (n) + 

对于这些 i， 


使 e >0 固定，给每个《配置一个正 整数* n, 满足 

< m + L 















































I 直接结果. 




































^y(/(/>),/(9)) <rfy(/(/»),/(/»-))+rfy(/( 9 ),/(/. M ))< e . 





























现在我们来研究那些在一个给定开区间上不减的(或不增）的函数. 

4.28 定义设/是 U, W 上的实函数.如果当时有 /U)</(：y>， 
便说/在 U，6) 上单调遂增.如果把后一个不等式掉转方向，就得到单调遂减函 
数的定义了.单调函数类既包含递增的也包含递减的函数. 

4.29 定理设/在 6) 上单调遂增.那幺在«的每个点X，/(工+> 
与 /(x —）郝存在.更确切些， 

^up/(r) = / <^-)</U)</(^+) = (25) 

此外，如果 a<jr<：y<6, 那么 

/U+X/O-) (26) 

关于单调递减的函数，显然有类似的结果. 

征根据假设，/(0在: r 上的值的集，以数 /(:r) 为上界，因此有最 
小上界，把它记作 A. 显然 A</U)， 我们需 EA=/(x—). 

设有 e>0. 从 A 的定义(它是最小上界），必然存在着5>0,使得当 a<Cc— 





























































第 5 章微分法 

本章除最后一节外，我们集中注意于定义在闭区间或开区间上的实函数，这 
不是为了方便，而是因为当我们从实函数转到向量值函数的时候*本质的差别就 
出现了，定义在记上的函数的微分法，以后在第9章讨论. 

实函数的导数 

5.1 定义设/是定义在 O, 6] 上的实值函数，对于任意的: 6], 
作(差)商 

y(t) = 、 a<t<b，t 关 X )， (1) 

然后定义 


f (x) = • 


(2) 


但是这里要假定等式右端(按定义 4.1) 的极限存在. 

于是联系着函数/有一个函数/'，它的定义域是 [a，6] 中所有使极限(2>存 
在的I点的集，/叫做/的导（函）數. 

如果/在: c 点有定义，便说/在点可微(或可导).如果/在集 EC[a， «的 
每 -- 点有定义，便 说/在 E 上可微. 


(2) 来定义，但是这时 /(a) 和/(6>就没有定义了. 


S .2 定理设/定义在 [fl, 6] 上.如果/在点 o：e[a，6] 可微，那么/在: c 


点连续. 

证由定理4.4, 当时，有 




U — x) -► fix) -0 = 0 


证毕. 

定理的逆命®不成立.在某些孤立点不可徽的连续函数是不难制造的.在第 
7章，甚至我们还将得到一个在整个直线上连续但处处不可微的函数. 

5.3 定理设/和 g 定义在 [ a ，6] 上，并且都在点 > re [ a , 6] 可微，那么 
/+ ff - fg> // g 便也在 x 点可微， 而且： 
fsW V-rl = f 1 ( 














歡分法 
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= [/(«) —/(x)] • [g’(3») +w(s)] 

= (r —x) • [/(z) +«(«)] • Lg iy) +W(5)] 

设的， 

A( f )~A(x) = [， (;y)+ ” (J)] . [/ ⑴ + M(0 ]. (6) 

由于 / 的连续性，知道当时， d 于是<6)式右端趋于， (y)/(:c), 
这就得到了 (3) 式. 

S.6 例 

(a) 设/定义为 


(.x = 0). 

先承认 sinx 的导数是 com (我们在第8章里讨论三角函数).当 x#0 时我们 
可以运用定理 5. 3及定理 5. 5,得到 

/= sin 士一丄 cos 士 (8) 

在^:=0,由于 1/x 无定义，便不能用这两个定理了，现在直接按导数定义来计 
算.对于 r 尹0 



当 r-o 时，这不能趋于任何极限，所以/(0)不存在. 
(b) 设/定义为 


Hr 


(:关0) 

U = 0) 

像刚才一样，可以求得 

= 2xsin —— cos 丄 (x ^ 0) 

在工=0,按导数定义计算，得到 

| 卜卜 + ㈣ 


(9) 


(10) 


( 11 ) 


令* — 0,就知道 


/(0) = 0 



所以 / 在所有点 X 可微，伹是/不是连续函数，这因为 （10) 式右端第二项 
cos^, 当 x—0 时不趋于任何极限. 


中值定理 

5 . 7 定义设/是定义在度量空间 x 上的实值函数，称/在点取得 
局部极大值， 如果存在着 s>o, 当 d(#>， 而且时有 /(?)</(#>). 
局部极小值可以类似定义. 

下而的定理是导数的许多应用的基础. 

5.8 定理设/定义在 U ， 幻上；：&]，如果/在 x 点取得局部极大 
值而且 /(: r ) 存在，那么， /( x )=0. 

对于局部极小值的类似的命题，自然也是对的. 

证按照定义 5. 7 选取5,那么 

a<x-5<x<x+5<6 


若是 z_5<0<0:, 就应该 


>0 


令 A 便知道 /Cr)>0. 

若是 orCfCz+A 就应该 

/( Q -/ u> <0t 

这又将表示/&)<0,所以 /(:c) = 0. 

5.9 定理设/是[<2, 6] 上的连续实函教，它们在 U ，6) 中可微，坏么便 
有一点 j ： eu ， 6)，使得 

[/⑷ 一/(a)]g’0) = [g(6) — gU)]/<x). 

注意： 并不要求在区间端点上可微. 

证令 

h(t) = [/(6) - /(a)]g(t) - [g(d) -容 U)]/ ⑴， a < / < 6. 

那么 A 在 [ a ，6] 上连续，在 U，6) 内可微，而且 


Ha) = /(6) g ( a ) — /( a ) g (6) = h(.b). (12) 


要证本定理，就得证明在某点: reu, 6>， h'(.x)=0. 

如果 A 是常数，那么不论在哪一点 are U, 称有 kUX 如果有某个 
teia, W 使得 A(0>A(a), 设: r 是使 A 达到最大值的点（定理 4 . ie) ，从 （12) 来 
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(c) /(0) = 0, 

(d) / 单调递增. 

令 

g ( x ) = (x>0), 

试证 g 是单调递增的. 

7. 设 /U), 发，(工>都存在， fu ->= g u -)= o . 
试证 


8. 设/在 [fl， 幻上连续， e>0, a<x<b, «b. 试证存在着一个这样 
的& 只要0< 1 t-x | < S , 就有 

|也^-/⑺卜 

(这可以说成是，如果/在 [a, 6] 上连续，那么/便在 [a, 6] 上一致可微).这对 
于向置值函数也成立吗？ 

9. 设/是尺 1 上的连续实函数，对于一切2^0, /(z) 存在，并且当 J：^0 
时 /(x)^ 3 .问：/ ( 0)是不是存在？ 

10. 设/和 g 都是 (0, 1) 上的复值可徽函数，当: r+0 时 /U)—()• gU )^0, 

g ' Cx ^ B , 这里 A, B 是两个复数， B ^ O . 试证 


请与例 5. 18 比较. 提示： 

把定理 5. 13应用到 fix 、 lx 孜 gU 、 U 的实部和虚部上去. 

11. 设/在 x 的某个邻域内有定义，并设 /&) 存在，试证 


lim f^ + ki+fU-k)-2f(x) ^ f(x) 


举例说明，即使 /U) 不存在，这个极限也可能存在. 

提示： 用定理 5.13. 

12. 如果 /Or)= |x| a , 对于所有实数: r 计算 r(x> 及 /U). 证明尸 >(0) 
不存在. 



13. 设〜 c 都是实数， c>0, 而/是定义在[―1， 1] 上的 函数： 


" 、 j/sin(| 工 D (当: ct^O 时）， 

/( 叫0 (当 H 时). 

试证以下诸命题 ： 

U) 当且仅当^>0时，/是连续函数. 

(b) 当且仅当《>1时，/<0)存在. 

(c) 当且仅当 agl+c 时，/有界. 

(d) 当且仅当 a>l+c 时，/连续. 

(e) 当且仅当《>2+<;时，/(0)存在. 

⑴当且仅当 a>2+2c 时，/有界. 

(g) 当且仅当《>2+2^时，/连续. 

14- 设/是 (a, W 上的可微实函数. 试证： 当且仅当/单调递增时/才是凸 
函数.再假定对于一切 aeu，w/u) 存在，试证当且仅当对于一切 xeu, w， 
/Cr)>0 时，/才是凸函数. 

15. 设《£记，/是 U， 上的二次可微实函数， M。，M，Af z 分别是 
I fix', | , | fix) I , I fix') I 在 ( a , OO) 上的最小上界.试证 
M\ < 4M 0 M 2 . 

提示： 如果 A>0, Tayloi ■定理说明，有某个托 <x， x+ 2 k), 使得 

f (.x') == 去 [/(:c + 2A) — /(x)] — 

因此， 

I /Or) |<AM 2 +^. 


为了证明 iWf = 4MJW 2 确实能够出现，取 a = — 1,再定义 


fix ) = 



(0 < X < OO) 


然后证明城=1， M,=i, M 2 = 4. 

对于向量值函数， m<m 0 M 3 是否还成立？ 

16. 设/在(0, -0 上二次可微，/在（0,⑺）上有界，并且当时， 
/(1)— 0. 试证当 X— «>时， /(x)—0. 

提示： 在习題15中令 a—oo. 

17. 设/是[一1， 1] 上的三次可微实值函数， 
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来确定{^}，用/图像的一条切线几何地解释这个等式. 
(b) 试证心 +1 <>„,并且 

⑺用 Tayloi ■定理证明，有某个 A), 使 

(<1)设為=財/25,推导不等式 

0 < x 州 — $< ^-[A(x, — $)?' 

与第3章习题16及习题18比较之. 

(e) 证明牛顿方法等于求 


g (一-捲 


的不动点. 

当之靠近 f 时，的性态如何？ 

(f) 设 /(d=V /3 , x6C-<x., 00), 试试牛顿法会发生什么情况？ 

26. 设/在 6] 上可撤， /U)=0, 并且设有实数 A， 使得 | fix) | 
I/U) 丨在 [a, 6] 上成立.试证对于一切 zeCa，6], /U)=0. 提示： 固定 
x 0 €[a, 6], 令 


M 0 = sup I fix') I ,M, = ^up I /U) |. 

对于任意的，為] 

1 fix) \^M 1 (x 0 -a) <A(jr 0 -a)M 0 . 

因此，如果那么 JW a =0. 这就是说，在 [ a , x 。] 上 /=0. 如此继 
续进行. 

27. 用^<1<6和 (1 <3 1 <^表示平面上的矩形 K . 设#是定义在上的实函 
数.所谓初值问理 

y = y(.a) = c (a < c <^) 

的解，按照它的定义来说，是 [ a , 6] 上的一个可微函数/，它合于 /( a )= C ， 
顺且 

/(x) =^(z,/(x)) (a<x<d) 


试证，如果有一个常数 A, 只要 U, U, yOeR , 就必定有 
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I Hx,y t )~^(.x,y t ) I<A I y 2 — | 

那么，初值问題的解最多有一个. 

提示： 把习题26应用到两个解的差上去.注意，这个惟一性定理，不能用 
于初值问理 

y = y /2 ,>( o > = o . 

它有两个不同的解： /u)=0 及 Z(_r)=xV4. 把它的一切解找出来. 

28. 对于形式为 

y'i = , — = Cj O' = 1.2,— ,*) 


的形式，这里 ，=(%，•••，A) 遑历一个紗方格. 4是把一个 (A+l>- 方格映入走 
维欧氏空间内的映射，这个 A 维欧氏空间的分量是弋 ，…， A，c 是向置 （ Cl ， 
…， c*). 把习題26用到向量值函数上去. 

29. 把习题28特殊化，考虑方程组 


y's 0' = 1,...，是一1)， 

y, = fU ) -系 gjU ) y ” 


这里/，沿 ，…， 沿都是 [«, 6] 上的连续实函数，从而对于带有初始条件 
的方程 


导出惟一性定理来. 










































LT(P,/ ; ,a)<j/A+e (j = 1,2), 

因此， （20) 说明 

|/d«<UCP,/,o)<J/id a + |/ a d a + 2e. 

因为 e 是任意的，所以能断定 

J/do<|/ 1 d a + |/ 2 d a . (21) 

如果在 (21) 式中用和_/ 2 取代和/ 2 ,不等式便掉转方向，从而证明 
了等式成立. 

定理 6. 12的其他断语的证明都十分类似，不需作详细叙述.在 (c) 条中的要 
点在于，当通近 JVda 时，（经过加细)我们可以限于考虑包含点 c 的分法. 

6. 13定理如果在 [a, 6] 上/€理(《*)， g€a(a) f 那么 
<a)/ge®U), 

(b) | / | esi( a ) 而且 I |/^}<}* I / I da. 

证如果取火 i)=f, 定理 6.11 说明，当 /esiCd 时， fesi( a ). 利用恒等式 

4/g - (f+gy-cz-gy 

就能完成 (a) 的证明 

如果取扣()= UI ，定理 6. 11同样说明 | / | €St( a ), 选择 C =±l， 使得 

C |/d« > 0. 















(37) 的左端，就得到 

J /(x)dr = (39) 

积分与微分 

在本节，我们仍限于考虑实函数.我们将要证明，在某种意义上说，积分和 
微分是互逆的运算. 

6. 20定理设在 [ a ，6] 上 / ea 对于 a <: c < h 令 

F(x~) = J f(.t)dt. 

殫么 F 在!>, 6] 上连續》如采/又在幻的X。点连飨，那么 F 便在 a 可微， 
并且 

F^x。） = fix,,) 

证因 /eS *, 所以/有界.假设对于丨/⑴丨 < 脱如果 
a<j:<：y<6, 那么由定理 6. 12的 (c) 和 （d) 知道 

i F(j-)- Fix) j = jJV(i)d£|<JW(3--x) f 
给定了 c>0, 只要 I <抓 就会有 

I F(3-)-F(^) |< £ 

这就证明了 F 的连续性(而且实际上是一致连续性). 

现在假设/在 A 点连续.给定了 e>0, 选一个 d>0 使得在 | t-x, | <在并 





因此，如果 


I / ⑴一 /Or 。） |<e. 


根据定理 6.12( d ), 便有 

I — /(x 。) I u:[ /(K) _ /U) 叫 < e . 

这就直接推得 〆 (☆)=/(々）了. 

6.21 微积分基本定理如果在 [ a ，6] 上 / ea 在匕， 6] 上又有可微函教 
f 合于 r =/, 那么 


^ fix)Aj ： = Fib)-F(.a). 


证假设给定了 e >0, 选 [ a , 6] 的分法 P = U , …， U 使得 U ( P , f)~L 
( f 5 , / Xe . 由中值定理知存在一些点 & e [ x ,-,， x.l， 它们对于 f = l , …， 《 
使得 

Fix,) — F(xi-i) = fit, 

由此 J 


=F(6)-F(a) 

现在，从定理 6. 7 ( c ) 推得 

|F(i)-F(a)-JVca:)d^|< e . 

因为它对于任何 e >0 成立，证明就完成了. 

6-22 定理（分部轵分）假定 F 和 G 都是 [a, 幻上的可微&数.^ = 
G'= g e &. 坏么 

|V(x)gU)cLr= FC6)G(6)-FCa)G(a) - JVu)GCr)cLr. 

证令 WU ) 二 FU ) GOr )， 然后将定理 6. 21 用于 H 和它的导数.注意，根 
据定理 6. 13, H'^3L 

向置值函数的积分 

6 23定义设力，…， /* 是|>, &] 上的实函数，并设 7=(^ ，…， /*) 是 
将1>， 6] 映入记内的映射.如果《在[«, 6] 上单调递增，那么说 / es («) ，指 
的就是对于 j = i ， 2,…， /, ea < ff ). 果真如此的话，就定义 








#6 幸 










今证玥反向的不等式，假设给定了 e>0. 既然〆在 [a，6] 上一致连续，便有 


8>0 ,使得 


I /( j )-/(«) |<e 

在 Is—H <d 时成立. &P = U。， …， 是 [«, 6] 的分法，对于一切 i， 
^■^•<5.如果^-1<*<^,必然 

I /(0 |<| /U) 1+6. 


所以 

I dr<| /Ofi) 丨 Aj ;, 十 eA^ 

[/<() + /U)-/ Wldt\ + eAx ; 

<|£ f / <0d(|+ U" 1 [/(^,)-/(£)]^| + £^ 

<1 1+2 S A ^. 


把这些不等式相加，就得到 


由于 e 是任意的 


证明就完成了. 

习题 


J* I /(() I d(<A(P,/)+2 e (ft-<i) 

<A(y) + 2e(6-a). 



假设 a 在 l>, 6] 上递增， a<x 0 <6, «在心连续， /(x 


2. 假设在 [a, 6] 上/>0, /连续，并且 h/(dd:c = 0. 试证，对于所有的 
x6[a, 6], /(：c)=0( 与习题 1 比 较). 


3. 三个 函数灼 ，谗，谗定义 如下： 对于）= 1，2, 3,当 x<0 时 A(x)=0, 
当 x>0 时 = 并且典（0)=0,块（0) = 1，块（0)=+.设 /是[-1， 1] 上 
的有界函数. 

U) 证明 /6S* (择〉 当且仅当/(0+)=/(0),在这个情形还有 

















第 7 章函数序列与函数项级数 

虽然下面的多数定理以及它们的证明不难推广到向量值函数 * 甚至推 
人一般度量空间之内的映射，但在这一章里，我们只限于讨论复值函数 










那么对于每个固定的 n . 






由于/,(0) = 0,便应该/(0) = 0.当 JT 垆0时， （6) 式中最末的级数是收敛的几何 





所以， 不收敛于 /. 


例如，当时， 


1. 根据定理 3.20(d) 


略加计算就能证明 



因此，虽然有 (11) 式，但是当时， 

l/^ )dj： =2^T2- +CO 


如果在 (10) 式中用；I代替 r> 2 , (11) 式仍然成立.但是现在得到的是 



J [lim/„(j;)3dx = 


所以，积分的极限和极限的积分，即使两者都是有限的，也未必相等. 
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这些例題说明，如果粗心地对调了两个极限过程会错误到什么样子.鉴于这 
一点，我们定义一个新的收敛方式，它比定义 7.1 中规定的逐点收敛性要强些. 
这种新的收敛方式能使我们达到正面的结果. 

—致 收敛性 

7.7 定义如果对每一个 e>0, 有一个整数 N， 使得时，对于一切 
^6E, 成立 

I /,U)-/(jt) |<e (12) 


我们就说，函数序列 n = l, 2, 3,在£:上一致收敛于函数 /. 



x€E, 找出一个整数 N, 当” 时， （12) 式成立. 

级数的部分和，规定为 

含/，'“> = s„U) 

如果部分和序列在 E 上一致收敛，我们就说级数2/„(1)在£上一致收敛. 
下面是关于一致收敛性的 Cauchy 准则： 

7.8 定理定义在 E 上的函数序列{/„>在£：上一致收数， 每五仅当： 对于 
每个 e>0, 存在着一个整数 N, 使得 m>JV, n 会 N 和时，成立 

I /,(x)-/.(x) |<e. (13) 

证假设 {/,> 在 E 上一致收敛，并且令/是极限函数.那么，有一个整数 
N , 使得和时成立 

I 1<音， 

于是 m^N, :时 

I |<| f H (.x)-f(.x) | + | /(x)-/*(cc) |<e 

反之，假设 Cauchy 条件成立.根据定理 3.11, 序列 {/.} 对于每个 z 收敛于 
—个极限，我们可称它为 /U). 于是，序列 </-} 在£上收敛于 /. 我们必须证 
明这个收敛是一致的 ■ 

假设给定了 e>0, 再选定使 （13) 式成立的 N. 在 （13) 里把”固定了，而让 
oo. 由于当 m —oo 时，/„(^)-/(^),这就得到了对于个个 n>N 和个个 







都能适用的 

I |<e (14) 

这就完成了证明. 

下面的判别准则往往有用 t 
7.9 定理假设 

lim/„(x> - f(x) U 6 E). 

令 

M„ = sug I / a (x) —fix') |. 

那么，在 £： 上 /•-/ 是一致的，当且仅当，㈤时， M.-0. 

这是定义 7. 7的直接结果.证明从略. 

对于级数，有一个判别一致收敛性十分方便的方法，它归功于 Wei erStraSS . 
7.10 定理假设是定义在£：上的函教序列.并且，假设 
| /„( x ) |< M , (x e E,n= 1,2,3,-). 

如果 2M, 收鈦，那幺， 2/- 便在 E 上一致收鈦. 

注意，并没有说它的逆命題怎样 (而 实际上是不真的). 

证如果 SM - 收敛，那么，对于任意的 e >0, 只要《|和《都充分地大，便 

能够 

EM ; <e U6E), 

根据定理 7. 8,就得出一致收敛性. 

—致收敛性与连续性 
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所以 /e 价； O, 而且由于/•在X上一致收敛于/，那么当 n — 如 
时 II f~fn II —0. 

一致收敛性与积分 

7. 16定理设<»在[«， 6] 上单调递增.假定在 [ a ，6] 上 /„e 獻 a ), n = l , 
2 , 3，…，再假定在 [«*, 幻上 /,— /是一致的，郢么在 [ a , 6] 上 /e 保((》)，而且 
jVda = limjV . da - (23) 

(极限的存在性是本结论的一部分 .） 

证 只对于实函数证明这定理就够了.令 

e, = aup I /„(x) — fix ) I, (24) 

这上确界是在上取的.这时 

所以/的上下积分（参阅定义 6. 2) 满足 

|V„ - £ „)da < j/da < J/da < £(/„ +e.)d«. (25) 

从而 

0 ^ j"/da - J/da < 2e„[d(6) —a(a)]. 

由于 oo 时， £ ,—0(定理7. 9 )，可见 / 的上下积分相等. 

所以现在再一次运用（25)，就得到 

|| /da — | /„da | ^ e„[o(6) —o(a)]. (26) 

因此 (23) 成立. 

推论假若在!>， 6] 上而且 
/⑴= §/- < jt ) 

这 级數在 [a, 6] 上一 致收敛， Sj 

换句话说> 这级数可以逐項积分. 

一致收敛性与微分 

从例题 7.5 已经知道，由的一致收敛不能推出序列 丨 /U 的什么性质.当 






断言，对于 f 关 J ： 一定 

lim ^(/) = Ht) (33) 

—致地成立. 

如果现在把定理 7. 11用于{九丨， （32) 与 (33) 式表明 


lirn^(f) = lim/^Cx) i 
根据和 £) 的定义，这就是 (27) 式. 

评注如果在前面的偎设条件之外，再添上/；的连续性，就可以根据定理 
7 .16和微积分基本定理，给 (27) 式做一个短得多的证明. 

7.18 定理实轴上确有处处不可微的实连续函教. 

证定义 

<p(x) = | x | (-1< j <1) (34) 

再要求 

y(j + 2) = y ( x ). (35) 

以将的定义扩展到所有实数那么对于一切*与/， 

I p ( s ) — p ( z ) |^| i 一 M . (36) 

特別地 y 在 J ? 1 上连续.定义 

(37) 

由于定理 7. 10表明，级数 （37) 在记上一致收敛.根据定理 
7- 12, /在 R 1 上连续. 

现在固定一个实数^和一个疋数 m , 令 

九 (38) 
其中的符号要选得让4■^与 4"( jt + 也）之间没有整数.这一定能做到，原因是 
4" U „ I — 定义 


- <p(4"(j + g M )〉 一〆 4*1) 


t 时，（36>意味着 | y , | <4*. 


I 位 


+ g.)-/(_T) 






































以及所有足够大的 n , 

I P,<x) —/(j) | = || l ] [/<x + f)~/U)]Q.(Od(| 

<1'^ I /(x + f)-/(x) I CLiOdt 

<2m|^Q„( r)d/ + yj'Q,(t)dr + 2 m|*Q 0 d)di 



这就证明了本定理. 

对几个 《 的值画出<3„的图像是有益的.还要注意，为了推导 {P,} 的一致收 
敛性，我们需要/的一致连续性. 

证明定理 7. 3 2时，并不需要定理 ？■ 26的全部结果，而只需要下边这个特殊 
情形 • 理在把它作为推论说一下. 

7 .27推论在每个闭区间[一 fl , a ] 上，必有实多項式的序列，合于 
P ,(0) = 0, 而且 

HrnP.Cx) - I ^ | 

在[― d ， a ] 上一致地成立. 

证根据定理7.26,存在着实多项式序列它在 [_ a , a] 上一致收敛 
于丨^丨.特别地，当 n—oo 时 0. 多项式 

P .( jr ) = P ： ( x ) - P ； (0) Cb = 1,2,3,…） 


便有我们所希望的 性质. 

现在我们把多项式的一些能使 Weierstrass 定理成立的性质摘出来. 

7.28 定义我们称定义在集£上的复函数族 W 为代教，如果对于一切 






























试证致收敛于一个函数/，并且等式 




fix') = ^c n l(.x — xj (a<x<6) 

一致收敛，对每个 / 连续. 

9- 设 {/»} 是连续函数的序列，在集 E 上一致收敛于函数 /. 试证 
Iim/.(x.) = /(x) 

对于每个合于工的点列成立，这里 x6£. 这命题的逆命题是否 
正确？ 

10. 用 (z) 表示工的小数部分(定义见第4聿习题16)，考虑函数 

M = 11 ^ (工为实数). 

求/的所有间断点，证明它们组成一个可数的稠密集.再证明/在任意有界闭区 
间上仍然 Riemann 可积. 

11. 假设</,}，都是在 E 上定义的，并且 
(a)2/, 的部分和一致有界， 

<b) 在 E 上心 -0 是一致的， 

(c> 对于每个 JT6E, 

试证2/#,在 E 上一致收敛. 提示： 对照定理 3. 42. 

12. 假设 s 与 /,(n=l, 2, 3, …) 都定义在(0, oo) 上，只要 0<O<r<oo, 
便都在[*， TlhRiemaim 可积.| /,丨 < g , 在(0, 的每个紧子集上 /„—/ 
是一致的，而且 

J o g(jr)dx < co. 

试证 

IimJ = /(jr)dr. 

(与 本题有关的各定义，可以看第6章习題7、 8.) 

这是 Lebeague 控制收敛定理（定理 11. 32) 的较弱形式.只要假定了 /€乳 






















y = 9(.x,y), y(.0) = c, 

证明类似的存在定理.（对照第5章习题 28.) 提示，用定理 7. 25的向置值说法. 




第 8 

章 一些特 殊函数 


幂级数 

在这一节里我们将导出霉级数所表示的函数的一些性质，霉级数聋 
即是形如 

g 示的函数 

或者更一般地形如 

/⑴= 

CD 

的函数. 

这些都# 作解析函數. 

fix 、 = 

(2) 
















lim/(jr> = 2 C - ⑻ 

证令〜=<"。+… +c，，J-, =0. 那么 

2^" ^ 名 (s.-s^x* = o-^)2 i - ar *+ i - r "- 

因为I工 I <1， 我们让便得到 

/(x) = (.l-x'i'p^s.x'. (9) 

给定了 e>0, 选一个 N， 使得当 《>N 时有 

I s-A 1<号. 

那么，由于 

Cl-J ： )2^" = 1 (U 1< 1 )， 

加之以适当地选择3>0,使: r>l—fi， 便可以从 (9) 得到 

I /U)-H = |(l-df] “广 *)/| 

一 工)另 U,, — 4||^|'+-~<6 

这就意味着 (8) 式成立. 

作为应用，我们来证明定理3.51，那 里说： 若£«•，2*„， So 收敛于 A、 
B, C, 而且 c_=a II 6, + ...+a 11 6。， 那么 C=AB. 对于0<文<1，令 

fix ) =名 a〆,〆:) = 2 baX " ' 

hix) = 

在文 <1 时，这些级数绝对收敛.因此可以按照定义 3. 48做乘法；经过相乘，我 
们便看到 

fU) - gix) = h(.x) (0< j<1). (10) 

由定理 8. 2知道: r_l 时， 


/(X)— A ， g U)-^B, ACr〉—C 


(11) 





这是定理 5.15 的推广，也是有名的 Taylor 定理. 
i£ 形式上 

/(^)= 会， [Cr-a>+a? 

= 

[裘⑴ W ]' 

这就是所希望的在附近的展开式.为了证明它正确，我们必须证明求和次 
序的变更是正当的.定理 8. 3说明，如果 

(18) 

收敛，就允许变更次序.然而(18>无异于 

g I c, | • (丨 x-fl l+U I)% 09) 

而 （19) 在丨1_< 1 | + !< 1 丨<尺时收敛. 

最后， （17) 中系数的形式，是 (7) 式的直接结果. 

应当注意，（17>式实际上可以在比丨 x-a| <R~ I .2 I更大的区间上收敛. 
如果在（一 J?，J?) 中，两个幕级数收敛于同一函数， C7) 式表明两个级数必须 
完全相同，即是必须有相同的系数.有趣的是，也可以由弱得多的俚设得出这个 
结论： 

8.5 定理设级教2〜，和2&〆在开区间 S = (-K, J?) 中收敖 .S 里有 
盎: r 使得 



设一切这样 x 构成的集是若 E 有板限点爲于 S , K a,=b n , n = 0, 1, 2, 
….因之 （20) 对于一切； e€S 成立. 

« 令 f ,= a ,-6,， 再令 


fix) - 2^" U€S). (21) 

那么，在 E 上 /( x )=0. 

设 A 是一切厲于 S 的£：的极限点的集 • 令 B 由 S 的其他一切点组成.由“极 
限点”的定义来看 B 显然是开集.俚使我们能证明 A 是开集，那么 A 、 B 便是不 










有一个推论是 


E (*) E <-*) - EU ~ z ) = E (0) = 1 (* 复数). (27) 

这说明对于一切*, EU ) 尹 0. 由（25>知道: r >0 时， E (^)>0, 因此 (27) 说明对 
于一切实的 I . E ( x )>0. 由 （25) 知道 : r — + ~时， EU )-* + oo t 因此 （27) 说明 
沿实轴 — °°时£：(>^-0.由 （25) 知道0<文<^时£: UXEO ); 从<27)可以 
导出 E (_： y )< E (-; r ) f 因而 E 在轚个数轴上严格递增. 

加法公式还说明， 

lim = EU ) lim ^二 1 = EU) t (28) 

最后的等式是 (25) 的直接结果. 

把 (26) 重复几次就得到 

E ( z , +••• + z .) = £(« i ) — E («,). (29) 

取 Zl = …=% = 1，又因为这里^是定义 3- 30中规定的数，我们得到 
£(”> = 〆 (« = 1,2,3,-). (30) 

若是”、 m 都是正整数.那么 

[ E ( p >]- = E ( mp ) = £(«) = e , (31) 

所以 

E ( p -) ip >0 ,p 为有理数). (32) 

假若户是正有理数，从 (27) 可以推出 £：( —户) = e 〃. 于是 (32) 对于一切有理数户 
成立. 

第1章习題6中，我们曾经对于任意实数*和工>1定义 

x * = sup ? , (33) 

这里 sup 是对一切满足 P < y 的有理数 P 取的.如杲对于任何实数: r 照样地定义 
^ = supe" (夕 <工,/>为有理数）， （34) 

那么 E 的连续性、单调性连同 (32) 可以说明对于一切实数1 


Eix) = ^ 


(35) 










诉我们 
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flogz x~-^r'dt 

于是 (45) 成立.我们也可以利用定理 8. 6(f) 推导出 (45) 式来. 

三角函数 

定义 

C(_r) =|-[ECur)+E(-ur)：, 

S(x) =^j[E(ir) — E (— ir)]. (46) 

我们将要证明 CU) 和 SOr> 与通常根据几何考虑来定义的 cosx 和 sin^ 一致.由 
(25>式知道 EG)=：griT. 因此 (46) 式表明 C(x)、S (: r) 对于实数: c 是实数.又 
E ( ix ) = C ( x ) + iS(x). (47) 

所以，当 z 是实数时， C(x) 与 S(x) 分别是£(匕)的实部和虚部.由 （27) 知道 
| E ( ix ) T = E (. ix ) EUx ) = £(«•)£(- ir) = 1, 

所以 

I ECir) 1=1 U 为实 数). (48) 

从 (《) 式可以断定 C(0) = 1, S(0) = 0, 并且 (28) 式说明 

C ( x ) =一 Six ), S '( x ) = C(x). (49) 

我们可以断言存在着正数 i 使 CU)=0. 因为假若不然，由 C(0) = 1, 便对 
于一切: c>0 必然 C(：c>>0, 因而由 （《> 必然那么 S 就严格递增；又 
因为 S(0)=0, 那么当 :r>0 时 SU)>0. 所以若是 0<_r<3r, 便将要有 

S(x)0> — : c) < pS(/)dt = CU)-C(>) <2. (50) 

其中最末一个不等式是从 (48) 式与 (47) 式推来的.因为 S<;c)>0, 所以（50>式不 
能对根大的成立，从而出现了矛盾. 

令 J ：。 是使 COr e > = 0 的最小正数.这是存在的，因为连续函数的零点集是闭 
集而且 C(0)#0. 定义数 it 如下^ 

it = Zxo . (51) 

那么 C ("1) = 0,于是 （48) 式说明 S(|)=±l. 既然在 (0, 号) 内， 











W. F. Eberlein(Amer. Math. Mo«W;y，1967 年 74 卷 1223—1225 页）和 G. B. 
RobisonCMaiA. Mag, 1968 年 4 1 卷 66_ 7 0 页）的论文就是讨论这些专題的. 

复数域的代数完备性 


在代数上复数域是完备的，这就是说任何复系数的、不是常数的多项式必有 
复数根.目前正是给它作简单证明的时机. 

8.8 定理 假设叫，… ， G ，都是 复教，«,关0， 

P(z) = 

郢么必有某个复教 s： 使 PU)=0. 

证假定《, = 1无损于一般性，令 

^ = inf | P(.z) I (s： 为复数） （55) 

如果 I * I =R , 那么 

i P(z) i^R"[l-l a rl \R~ l - 1 a 0 I JT-]. (56) 
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若是不然的话，令 Q(z) = PU+〜）/PU。〉. 那么 Q 是异于常数的多项式， 
Q(0) = 1， 而且对一切〜 | Q(z) | ^1. 有最小整数4, 使得 

Q(*) = 1 + 6*** + …+6,*-， b „ jtO . (57) 

根据定理 8.7(d>， 有一个 实数心 使得 

=-| b k |. (58) 

如果 r>0 而且〆 I 6* I <1, 那么从 (58> 式有 

I l+6*r*e M I = 1 - ^ I M , 

所以 

I Q(re B ) |< 1 — r*{ I 6* \~r\ fi**., | - ^ \ b, \}. 

当 r 足够小时，大括号中的表达式是正数；因此 lQ(« fl >l<l. 得出矛盾来了. 
于是即是 P (為>=0 
习題27包含着更一般的结果. 

Fourier 级数 

8.9 定义三角多项式是形如 

/(工）= ao + g(a_cosnx+ 6,simir> (x 为实数）， （59) 

的有限和， 其中％，…， 6,，…，心都是复数.考虑到恒等式<46>也可以 
把 (59) 式写作 

f(x) =奋 ， Or 为实数）， （60) 

为了多种目的 * 这样写更方便.显然，每个三角多项式以2«为周期. 

当》是异于零的整数时， 々是 ^/*»的导数，后者也以2>1为周期.因此 

过广叫::::二， ...). -> 

设 m 为整数，用厂 1 -乘 (60) 式，将这乘积积分，这时《1)式说明 | m |<N 时 
/(:) 卜心 （62) 

而丨 m I >N 时，<62>式里的积分便是零. 

从 (60) 式和 (62^ 可以推得以下的结论：用 （60) 所写的三角多项式/是实 
的，当且仅当 “■= 万，”=0, …， N. 

为了与(60>相呼应，我们定义三 A 级数是形如 











































这积分是所谓的 BA 教 BOr , 3>). 

证注意 B ( l ，= 照定理 8.18 那样，根据 Hiirldtr 不等式，知道 
BOr ， ： y ) 对于每个固定的 y 是 z 的凸函数；还有 


B< X +l f y)=j^BU,y'>. (97) 

要证明 （97), 可以把分部积分用于 

BU + l,y) =]":( 占 )\ 1 - 0 〜山 . 

BU, 30的三个性质说明定理 8. 19可以对于每个 y 用于 

所定义的函数 /. 所以 /0 r ) = r (： r >. 

8.21 —狴推论用纟 = si n M 作代换，便将 （9 S ) 变为 

2| J ( 9 in 5) ! ^ , ( cosfl ) a ^ , ( W = (98) 

特别地，当 x = y =*| ■时有 

r (+) = A . (99) 

用*=/作代换*便将 (93) 变为 

T(x) = (0<a:<oo). (100) 

特别当: r =| ■时有 

仁 〆 ds=A. (101) 

根据 (99), 可以从定理 8. 19直接推得恒等式 



iM 聿 




( b ) 对于任何 A < oo 来说， （ a ) 中的收敛性，在[一 A , A ] 上是一致的. 




W Feller 的论文 （1968 年 75 卷第 518 页有一 订正〉 及 Artin 的书第20 — 24页中有 
两个完全不同的证明. 

习题20给一个精确度稍差的结论作了一个简单的证明. 

习理 


1. 定义 

le-7 ( x ? t 0), 

/u> = l 0 U = 0). 

试证/在 J =0 有一切阶的导数，并且对于《 = 1，2, 3, …，/ (0)=0. 

2. 设阵 

—10 0 0 


y -1 0 0 … 

J + -1 0 … 


111, 
y 了 了 … 

中第《'行第）列的数是 

就是 


ro ( i <», 
a v = - j — 1 (»' = j ). 

[ 2 ^ (i > y ). 

试证 

S & =-2. = °- 

3. 设对于一切 i ， 

> 来说，〜 > o , 试证 


S = SS * 1 " 

(也可能出现+°= =+如这种情况). 

4. 试证以下的极限 关系： 

( a ) = log 6(6>0). 

( c ) lim ( H - x )^ = 

. 
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( b ) 把 ( a ) 及习题16与第3章的习埋 14( e ) 结合起来，以证明，对于每个 a :. 


Vims N (. f , x ) = -|-[/ Cx +)+/( j 7-)] 

(c) 如果只假定在 [_7u, k ] 上 /eSt, 而 / 在某开区间 (《， 声 C[— 心 Tt] 单调.试 
证，对于每个： re(<i， 辦， （b) 的结论仍能成立. 

(这是局部化定理的一项应用). 

18.设 


fix ') — sin*xtaor 

对每个函数来断定，对一切工6(0, |),函数值都是正的，或者都是负的，还 
是变号.证实你的答案. 

19. 设/是 K 1 上的连续函数， /(^ + 2 n )=/( x ), 并且 aAr 是无理数. 
试证： 

把春 |j/Cr + W > = 点仁 / ⑴ d ( 

对于毎个成立. 提示： 先对/(4=产来证. 

20. 下面的简单计算能得出 Stirling 公式的 一个很 好的近似值. 

设 m = l , 2, 3,…，当时，规定 

fix ) = (m + 1 — x)logm + (X — m ) log(m + 1) 

而当•时，规定 


作出/和 g 的图像.注意，当会1时 /UXlogzggk), 并且 

|'/C^)cLr = logCn!)- ylogn >- 音 + J>U)Ar. 

在[1， n] 上积分 logj:, 就推断出当 n=2, 3, 4, …时 

—< log(n!) — (n + +)logn + n < 1 





或者更精确些，就是序列 



提示： 把右端记作/(^).证明级数收效，证明 

(l + x )/( z ) = a /( x ) 


再解这个微分方程. 

又设一 l < Cr < l , 并设 a >0. 试证 



23. 设 y 是复平面里的连续可镦闭曲线，它的参数区 间是! >, 6], 并假定对 



解释为什么通常把 Ind ( y ) 叫做 y 绕0的圈教. 
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嫌分法 

9 . 10前盲 

为了得到定义在 R " (或 R _ 中的开子集)上的函数的导数定义，现在对大家熟 
悉的 n = l 的情形，取另一种观点，看看怎样把 b =1 时的导数解释一下，便能自 
然地扩充到 »>1 的情况. 

设/是定义在 U , «亡记上的实函数，： rGU , 6)，那么， / U ) 通常定义 
作实数 

lim /(3： + jt) ~ /(;c) , 

当然 * 这里假定这个极限存在.于是 

f(.x + k )- f (. x ) = /(. x'ih + Hk ), 

这里“余项 V ( A ) 很小，这意思是说 

lm ^ = 0. 

注意， （8) 式把差式 / U + A )_/( d 表示成 A 的线性函数 /' U ) A 与一个小余 
项的和，这里线性函数的功能是把 A 变成疒 U >/ t . 所以我们可以不说/在 I 的 
导数是一个实数，而说它是在 J ? 1 上把 A 变为 /( x ) fc 的线性算子. 

(注 意，每个实数《都能引出 J ? 1 上的线性算子 I 所说的这个算子，只是用 a 
去乘.反之，把圮变成妒的每个线性函数，都是乘以某个实数.正是兄与 


(7) 


(8) 


(9) 


























定理 9. 17有一些 推论： 

照 §9.9 那样，令[ 〆 (*)]是关于上述标准基的 fU ) 的表现矩阵. 那么 f ( x ) 
是[ 〆 (*)]的第 个列 向量，而 (27) 式就说明数 ( A ^ Kx ) 占有 [ fU )] 的第 i 行 


第 j 列的位置 .即是 


[〜)] = 


r(D,/,)(x) 

L(D,/„)(x) 


… （D,/,)(ar>1 

… (D,/„)(*)J 


如果 ，是 中的任何向量，那么，由 （27) 式说明 




(30) 


9.18 例设 7 是把开区间 （ a , 幻 CRi 映人开集 ECR * 内的可微映射，换 
句话说，7是 E 内的可徽曲线.令/是域 E 上的实值可微函数.于是/是从 E 
到只 1 内的可微映射.定义 


gU ) = /( y (^)) ia < t < 6). (31) 

于是由链导法得到 

git ) = f (7 W ) y ' U ) ( a < t < b ). (32) 

因〆 （oeuj? 1 , j ?*) 而 /'( yuweLa ?-， j ? 1 ), 可见〆 （o 是由 （32) 确定的兄上 

的线性算子.这与£•把«映人 K 1 的事实是一致的.然而 〆 (0 也能当作一个 

实数(这巳在 §9. 10中讨论过).我们即将看到，这个实数能够用/的偏导数及 y 


对于的标准基…，来说，[/(0]是 nXl 矩阵(“列矩 阵”〉 ，它 
的第 *' 行上是 〆〆 *)，其中乃，…，7, 是)* 的分量.对于每个 x 6£；，[/ U )] 是 
lXn 矩阵(“行矩阵”），它的第 j 列上是 （ IVOU ). 因此 g ( i ) 是 1 X 1 矩阵，它 
的惟一的阵元是实数 

g'W = (33) 

这是链导法的常遇到的一种特殊情形，并可按下面的方式来表述. 

联系着每个 *€£： 有一个向量，称为/在*的“梯度”，它的定义是 


因为 






(34) 


(35) 














来递归地定义 u-}. 











































多元函教 


































注意 (95> 与定理 5.10 间的 类似； Q 的面积是 A 4. 
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证 命 u(t)=f(t，b+k)~fU, b). 应用定理 5. 10两次，就表明了在 a 与 
之间存在着一个: r， 并且 A 与 A+* 之间存在着一个: y, 使得 
A(/,Q) = «(u + A) — “（a) 

= ku'(x) 

— hl(D } f)(.x,b + k) — (Di 
= hk<.D 2l f)ix,y'). 

9.41 定理设 / 定义在开集上，义设 M/, 岛,/及 D 2 / 在 E 的每 
个点上存在，并且1> 21 /在某点 （a, 上连续. 

那么 D l8 / 在 (a, 6) 上存在，并且 

(D u /)(u,6) = (,Di,f)(.a,b). (96) 

推论如果/6，(£：),那么 

证设 6). 任意选定 £ >0.如果 Q 是像在定理 9.40 中那样 
的矩形，而&及 A 充分小，那么对于一切&， y)^Q , 就有 
| A— (Di,f)(.T,y) I < e 

于是，由 （95) 式有 

㈣一卜 

固定而令 440. 因为 A/ 在 E 中存在，由上而这个不等式就推出 

|a> 2 />( g+A . 6 )-a> a /x a , ft )^ A | <e (97) 

因为 e 是任意的，并且 （9?) 式对于一切足够小的 A 尹0都成立，所以 
(D 18 /)(a, A)=A. 这就是<96)式. 

积分的微分法 

设 P 是二元函数，它对其中 一变元 可积，面对另 一变元 可微.如果把这两种 
极限过程交换次序，在什么条件下，将会得到同样的结果呢？更确切地说，就 
是： 在 P 满足什么条件的时候，能证明等式 

^>(.x,ndx = | -|^Cx,r)dr (98) 

成立？（习题28提供一个反例） 

用下边这种记号将很方便： 

^(x) = v U,t). (99) 
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于是对于每个《来说，是一元函数. 

942定理设 

( a ) 对于 c « d ， <p{x, 0有定义； 

( b ) aS [«, 6] 上的递增 &教； 

(c) 对于每个 fe[r, rf], <^em a )； 

(d) c<s<d, 并且对于每个 e >0 有瓦 >0, 使得对于一切: c €[ a , 6] 及一切 f 
€ (»—s+5) 

I (D t9 ){x,t)-(D i9 )(x,s) |<£ 

定义 

/(/) ^ ^<p(.x,OAaix) (100) 

那么. （D 外) ■€•«((»)， /G) 存在，并且 

/(j) = |*(D 2 p)Cj：,j)da(jr>. (101) 

注意 (c) 只是断言积分 (100) 对一切都存在.再注意，只要 D 2P 在 
定义 P 的那个矩形上连续， （d) 就一定 成立- 
证考虑差商 

其中 0< U _ S |<3. 据定理5.10,对应于每个（: T ， f )， 在5与/之间有数《, 
使得 

= (.D i9 )(x,u). 

因此， （d) 说明 

| mx,t)-(D i? )(x,s) |<e («< 0<| t-s \<S). (102) 

注意 

= f 少 （U)da(i). (103) 

由 （102) 式，当/—*时，在 [ a , 6] 上一致地有妒 —（D#)’. 因为每个俨63 
(«). 从(103>式及定理 7. 16即得到所需要的结论. 

9.43 例当然也能证明把定理 9.42 中的 [ a , 6] 换成（一〜， oo ) 时所得的 
类似的定理.我们不来证明这事，只来看个例子. 

定义 





f(.t) = J e _r! cos(:rt>tLc 


第 9章 
(104) 




- I sin(j^)dx. 


(105) 


其中一 oo<f<oo. 两个积分都存在(绝对收敛），因为被积函数的绝对值分别最 
多是 exp (—: T 2 ) 及丨 JT 丨 exp(-x 2 ). 

注意. S 是从/把被积式对《微分得来的，我们断定/可微.且 

fit ) = git ) (— oo < t < oo). (106) 

为了证明这件亊，首先检査余弦的差商：如果 j8>0, 那么 
cos( g +g)-c< 


因为 | sina—sint | < | t~a \ 
类似地处理.于是对于所有卢， 

I 咖 ( a +ff) 


+ sina=-j| ^Csiria —sini)d/. (107) 

10 7 ) 式右端的绝对值最大是 i9<0 时，可 


(如果当/3=0时把左端觯释成0〉. 

现在固定 f 且固定 & a = x?， ” xh ， 应用 （108) 式；随之从 （104) 及 
(105) 式得到 


f(0^ 2j:〆—^dx- 

于是 (/<0 = -2g<(), 而现在由 （106) 式就推出/满足微分方程 
2 fU )-\- tfU ') = 0. 

如果解出这个方程，并用/(0)=^这个事实(见§8.21)，就发现 
/⑴= V^exp(- 

于是积分 (104) 就用显式确定出来了. 

习题 


1. 设 s 是向量空间X的不空子集.证明(像在 9.1 段中所断定的〉 S 的生成 




















章微分形式的积分 























后用 (20)]. 

因 （21) 式由于 y=G»(*) 而等价于 

F.(x) = B M r^,(G„(x)) (x6 U m ). (. 2 A 

如果取 m = l, …， «~1. 用这公式相继推演，就能在0的某个邻域内得到 
F = Fi = Bi F 2 。 Gi 



单位的分割 



















































d /= (59) 

如果是 4 -形式 《 的标准表示* 而对于每个递增 A ■指标 J 来说幻 
穴 E ), 就定义 

dw = 2 (d6 ^ A (60) 

10.19 例设 F 是 K •中的开集， 7 是£中的连续可微曲线， 
其参数域是[0, 1]. 由 （59) 式及 (35) 式 

J d / = £ 名 ( D ,/)( y ⑴ )/( 疏 (61) 

据链导法，最后的被积式是(/。7/0).因此， 

|^/=/(7(1))-/(/(0», (62) 



因此，与例题 10. 12( b ) 比较一下就知道， 1- 形式: rd ; y 不是任何 0- 形式/的 



这事实又可以从下述定理的部分 ( b ) 推知. 







f T (. x ) = /( T (*)), d / = 


d(/ r )= ^(.D i f T )(,x^djr ) 


如果 A … Ac ^， 那么， A .“ Ad \, 而定理 10_20 


(这里是用到题设 Tew " 的地方） 
现在假 Sw =/ d ; y 卜于是 


d (( d ; y ,) r ) = 0. 
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10.24 定理 设 m 是开集 E( 二 J?" 中的4 -形式 . 0•是 E 中的4-曲面，它的参 
数域 DC /? 4 , 厶是中的、参教域为 D 并且是用 △( H ) = ii ( aeD ) 确定的扣曲 
面，那么， 

证只需对 

at = aCxJdxi, A •** A 

这种情况来证明.如果…，九是。的分量，那么 

cuo = 八…八 d#i t . 

要证明本定理，只需能够证明 


办 ,_ A … A <^ = Jiuidui A •- A da *， 


因为由 （72) 式可以得到 

J | D fl(®(ii))J(a)du 

=J aC®Ca))J(«)dai A •- A d«» = | a^. 


令 [A] 是 i 行 A 列的矩阵，它的阵元是 


a(.p,q) = )(u) (.p,q = — 

那么 

抵, =?a(p ， g)d «,， 

因而 

d^ f[ A — A d^, t = 2<t(l ， gi)“ ， a(A ， g*)du 9l 八…八 d« ?4 . 


在最后这个和里，丨，…，办各自取遍1， …， A. 由反换位关系 （42) 可得 
d«, ( A — A = i(9i. — »9*)d«i A ― A d«»» 

这里 s 照定义 9. 33 那样取，应用这个定义，就知道 

d# f| A A d^i t = det[A]d«i A ••- A da “ 























































这样，是以 Q* 为参数域而由恒等映射所确定的有向仿射单形.因 ® 又 
是定义在 G 上的（看定义 10. 30) 并且 4»e^, 所以存在着包含泛的开集 ECZ 把， 
并且存在着 E 到V内并使得 ® = T " tr 的 映射7\由定理 10. 2 5及 10. 22(c) , 
(92) 式的左端等于 

do = J Cda()r = I tUn>r)- 


再用一次定理 10. 2 S , 并根据 (8 9 ) 式就知道 (92) 式的右端是 

因为奶是 E 中的 （A — 1)- 形式，所以为了证明 M 2) 式，只要对于特殊的单 
形（93)，及 E 中的每个 1 T 类 U — 1)- 形式 A 来证 

<94> 

如果 A = 有向 0- 单形的定义说明， （94) 式只不过是说，对于[0, 1] 上的 

每个连续可微函数/有关系式 

= /⑴-/(0>, (95) 

而由微积分基本定理，这当然是正确的. 

从现在起，我们假定*>1,固定了整数 r ( l < r < 幻，并且选定/€ 笔 \£). 
我们说，只要对于 

A == /( ddr , 八…八 Axr-i A dXrt-i A ••• A dx 4 (96) 

这种情形来证 (94) 式就够了，这是因为任何 ( A _ l >- 形式，一定是如（％)这样一 
些特殊的 U — 1>-形式之和，其中 …， 

据 (85) 式，单形 (93) 的边界是 


这里 


3cr — [«i + ^ (— l)'r, , 

ti = [O.e, ， … ， ff-i ， … ， e »]， 


To ~ [e r *«i .ew-i ， … »e»3- 

注意 r。 是由 [*, …， A] 将匕与其左邻逐次交换次得 到的. 所以 


1 r ° + 2 c— 1 








闭形式与恰当形式 


10.34 定义设《是开集 ECJ ? •上的务形式.如果存在着 E 中的 U —1>-形 
式 A ， 适合 w = dA , 那么就说出在尺中是恰当的. 

如果属于^类并且化=0,那么 w 叫做闭的. 

定理 10. 20( b ) 说明，^类的每个恰当形式是闭形式. 

在某些集例如在凸集上，逆命理正确 f 这就是定理 10.39 (通 常称为 
卩以 1 1« 1 1：6?1理)及定理10.40的内容，然而，例题 10. 36及 10. 37要提出不是恰 
当的闭形式. 

10.35 评注 

( a ) 要判定一个已知 h 形式是否是闭的*只要把 W 的标准表示中的系数微一 
下分就行了.例如，开集 ECJ ?" 上的 /{¥'<£：) 时， 1- 形式 

W = ^/ i ( je ) dx ,, (104) 

是闭的当且仅当对于 U , …， 《} 中的一切“ > 及一切诸等式 

(D^/.X*) = (DJjKx) (105) 

成立. 

注意，（105>式是“点态” 条件； 它并不《含那种依赖于 E 的形状的整体性质. 

另一方面，要想证明《在£中是恰当的，必须证明存在着£：上的形式 A ， 合 
于 dA =«. 这就等于在整个 E 中，而不是局部的，解一组偏微分方程.例如为了 
证明 （104) 式在集£中是恰当的，就必需求一函数（或 0- 形式) ge ^( f ：)， 要它 
合于 


( D 名 ）（*) = /,(*) (xe E . l < i < n ). (106) 

当然， （105) 式是 （106) 式可解的必要 条件. 

< b ) 设如是五中的怜当 t 形式.于是存在着 E 中的形式 A 使41=0，而 
Stckes 定理断定，对于 E 中的每个< # 类6-链 T 

J ^> = J,dA = J^A (107) 


如果平，及伞*都是这样的链，并且它们有相同的边界，那么 

特别在 E 中的每个边界为0的 t 链上， E 中的怜当形式的积分为 0. 

作为这件亊的一个重要的特殊情况，注意£中的恰当 1- 形式在£中的闭（可 






换句话说， E 中的闭形式，在作为£:中 （A + 1)- 链的边界这样的 f 链上， 
积分为 0. 

( d > 设乎是 E 中的 U + 1)- 链， A 是 E 中的 ( A -1)- 形式，二者都属于扩类. 
因为把 Stokes 定理使用两次就知道 


10.36 倒令£=记一彳 0} 为去掉原点的 平面. 1- 形式 


在 R 2 _<0} 中是闭的.这极易用微分验证.固定 K >0, 并定义 


于是 y 是只 2 — {0} 中的曲线(“有向 1- 单形”).因为 y (0)= y (2 n ), 


第二， y 不是 J ? 2 — {0} 中任何(笔〃类 ）2 -裢的边界，因若不然 
必然使得积分 (113) 式为0 了. 

10. 3?例令£=钯 一 <0} 是去掉原点的三维空间.定义 


这里已将(々，而)换写成了 （ x , > 直接微分就知道 d ?=0, 所以^是 

—{0} 中的闭2-形式. 















向置分析 
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术语来叙述的.所以我们面对的任务是把一种说法翻译成另外的说法. 

10.42 向置场 令 F = F iei +F 2 e 2 +F aea 为开集 EC 记到 记内的连续映 
射.因为 F 给 E 的每个点联系上一个向量 t 所以有时把 f ■叫做向量场 t 特别在 
物理中是如此.联系着每个这样的 F ， 有一个 1- 形式 

Ajr = F,dx + F 2 dy + F 3 dz (124) 

及一个2-形式 

<or — F|d> A 扣十 F 2 d2r A dor + F 3 dr A d^. (125) 


这里以及本章下余各处，都用惯用的记法 Or , A d 代替 ( A , a , a ). 

反之，显然 E 中的每个 1- 形式 A , 必定是£：中某个向量场 F 的 A r , 并且每 
个2-形式 t 必是某个 f ■的 WF . 因此，在 J ? 3 中 1- 形式及2-形式的研究，就是这 
样与向置场的研究共同发展的. 

如果》6劣'（£：)是实函数，那么，它的梯度 

▽« = + 十 ( D 3 m )« 3 

是 E 中向量场的一个例子. 

今设 F 是 E 中的 1 T 类的向量场.它的旋度 VXF 是用 

yXF =( D l F 3 - D 3 F J ) e , +( D S F , - D , F 3 )« 2 
+ ( D , F 2 — DjF , ) f 3 

定 义的， E 中的向置场 • 而它的散度 ▽ * F 是在 E 中由 
} y.F = D , F , + D 2 F 2 + D 3 F s 

定 k 的实函数. 

这些童有各种物理解释.至于它们的细节，介绍大家去看 a D . Kellogg 
的书. 

下面是梯度、散度和旋度之间的某些联系. 

10.43 定理设£：是只 3 中的开集， 《€<〃(£：), G 是 E 中省〃类的向量场. 

( a ) 如果 ！•=▽«, 那么 ▽ XF =0 

( b ) 如果 F = VXG , 那么 ▽ • F =0 

此外，如^:能省〃等价于凸集，那么 U ) 及 （ b ) 的逆命題也成立，其中要假定 
F 是 E 中的类的向 量场： 

U ’） 如果 ▽ XF =0, 那么 f 是某个省〃 ( E ) 的 梯度： F = V «. 
a ') 如果 ▽ 那么 f ■是 E 中某个爷 # 类向董场 G 的旋 度场： F=V XG 

证如果把 ▽«, VXF ■及 ▽ * F 的定义与 （124) 式及 （125) 式所给的微分形式 
h 及相比较，就得到下面的四个 命题： 

F = V « 当且仅当 A F - d «, 
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据定理 10. 33,上式成立. 

取以:^ : y )= x , (127) 式就变成 Q 的面积 

■yJ^Ud^-ydx) =A(fl). (128) 


,就得一个类似的公式.例題 10. 12(b) 含有它的一个特殊 
中的V类2-曲面，其参数域 JXZJ2 2 . 


(129) 式中的诸函数行列式与方程 

{x,y,z) = <^(.u,v). 

相对应. 

如果/是 $(D) 上的连续函数./在3•上的面积分就定义为 
J^/dA =| d /(4>C k ,tj)) I JV( MlU ) I dud。. 
特别当 /=1 时就得到®的面积，即 

■A (由） = J" I JVCm,u) I dudv. 


下面的讨论，说明 （131) 式及其特殊情况 (132) 式是合理的定义.它又刻划了 
向量 N 的几何特征. 

设 固定一点於。=(«。， w,)6D, 令 N = N ( p 0 ), 并令 

cti — (Dj^5,-)(p 0 ) , pi = (D 2 ^)(p a ) (:. = 1 ， 2,3)_ (133) 

然后让 TeL(R 2 , J? a ) 是由 


T (. u , v )= 


+ fl v > e ，- 


(134) 


给出的线性变换.注意，按照定义 9. 11， T^^tpo). 

现在假定了的秩是 2 . (如果 T 的秩是1或0,茚么 iV=0, 下面提到的切平 
面就退化为一条线或一个点 了）， 于是仿射映射 


U，w) —• 3>(p 0 ) + T ( u , v ) 

的值域是一个平面 n, 叫做屯在 p 。 的切平面[有人爱把 n 叫做在 $( 外） 的切平 

































徵分形式的积分 















是 2 -曲面 4), (c> 可以用于这样来证明固定时也是这样.由 U) 及 
Stokes 定理 

lj = L d ^ =o - 

(e) 如习题21,取 



令义=_( 2 八)予于是 A 是开集 VCIJ? 中的 1- 形式，V中分+父>0.证明 
?= dA. 

借以证明？在V中是恰当的. 

(f) 不要用 (c)， 从 (e) 导出 （d). 

提示： 首先假定在 E 上0<«<兀.由 （e) 

1j=L a h. 

用习题 21(d), 并注意 */r 在2(«， W 与 flU，d 上相同，以证明 A 的这两个积 
分相等. 

(g) 是否在过原点的每条直线的余集中？都是恰当的？ 

23. 固定 n. 对 l<A<n 定义 = + …令是使 n >0 的一切 

:的集，又 令叫是 £：* 中由 
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总是 Borel 集的函数/，而不涉及任何特定的测度. 

简单函数 

11.19 定义设*是定义在 X 上的实值函数.如果 s 的值域是有限的(集）， 
便称* 为简单函教. 

设 ECX , 再令 


K e U ) = j 


U 6 E ), 
0 (x $ E ). 

称为 £： 的特征函数. 

假定 * 的值域由不同的数 q ， …， 组成.设 

Ei = {x I s ( x ) = C«} (l = 1,— 


那么 


如 ，’ 


(49) 

这说明每个简单函数是特征函数的有限线性组合.很明显，^可涮当且仅当集 
E ,, E . 可测. 

使我们感兴趣的是，每个函数能用简单函数来逼近： 

11.20 定理设/为 X 上的实函教.那么存在一列 fij 单函数对于每 

个当■时〜若/可測，可以选 { s,} 为可《函數序列.若 

/>0,可以选 {j,} 为单调增序列. 

证设/>0,对于 ”=1, 2, 3,…，* = 1, 2, ”2•规定 


E. — | 




F , = {z | fix ') >”}• 


s» = 2 1 2« i Bo + «K F„ - 

—般情况，令/=广 一厂， 再将前面的推断施行于广与广. 
注意， （50) 所写的序列&_}，当/有界时，一致收敛于 /. 

积分 


(50) 


我们把积分定义在可测空间 X 上，在这里2«是可测集的-环，而#是测 
度. 愿意把情况想像得具体些的读者可以把 X 设想成实数轴，或者一个区间， 
而把#设想为 Ubesgue 测度吼 





11.21 定义设 


s(.xy = <x e X,Ci > 0> 

可测，而且 Eean. 我们定义 

i E <s) = g^(£：n e,). 

如果 / 可测且为非负的，我们定义 

= supl £ (s), 

此处 SU p 是对于所有满足 0< S < /的简单函数 s 而取的. 

(53>的左端叫做/关于測度 p 在集 E 上的 Lebesgue 积分.应该注意，积分 
可以取 +oo 为值. 

对于每个非负可测简单函数 s ， 容易验证 

J 户= J 山). (54) 

11.22 定义设/为可测函数，考虑两积分 

L r ^ (55) 

此外广 与厂是 (47) 所定义的. 

如果 (55) 的积分中至少有一个是有限的，我们定义 

1/ 如 = J / + 如如. C56) 

若 (55) 的两个积分都有限，那么（56>有限，就说/在 E 上对 "按 Leb e8 g Ue 
意义是可积的（或可求和的），并且写作，在 E 上 /e 逍; /), 笔广 m , 通常的写 
法是< 在 E 上/£父 

这命名法可能有一点混乱，如果 (56) 是+ °°或_°0,那么/在£:上的积分 
是确定的，然而在上述的字义下/不可积 f 只有当它在 E 上的积分有限时/在 E 
上才是可积的. 

以后我们主要关心于可测函数，尽管偁而也希望讨论较为一般的情形. 

11-23 评注下列性质是明显的， 

(a) 若/在 E 上有界可測，而且〆 E)<+oo, 那么在 E 上 /e^p). 

(b) 如果时而且 ME)<+°°, 那么 


(51) 


(52) 


<53) 










对某个 《 成立 f 又因为{/<■<_[/，那么 




选择 c 合于 0<c<l， 再设 s 是合于 0<s</ 的可测简单函数.置 




这定理是(67>、（68)、 （72) 的应有结果. 

11.29 定理假设/二力+八，，在 E 上迟/ *)(i=l， 2)，那么在 
/€进/4)，并且 


SE 首先，假设力>0, f t >0 . 如果力， /* 都是简单函数， （73) 可以由 

















采用定义 6.1 所介绍的符号，对于当: ，时， 令 U *0)= M f , 
L k ( x ) = m it 这时 


L (. P t , f > =| L * cLr f UCP *,/) = (89) 

并且因为 P * +l 加细了 P *， 那么对于一切 ze [ a ，6] 

L , U ) < L 2 U ) < … < /( z > < … < U 2 U ) < U , ( z ) (90) 

根据 (90)， 必然存在着 

L ( x ) = limL t U ), U ( x ) = limU t U ). (91) 

留心 L 与 U 都是 &] 上的有界可测函数，注意 

L ( x )</ Cx ) < U ( x ) ( a < x <6), (92) 

而且根据 （88) 与 （90) 和单调收敛定理，知道. 

| LcLr - s |/ d Jf Jud ^: = ® j / d ; r . (93) 

一直到现在，除去假设/是 6] 上的有界实函数而外 • 关于/没有作别的 
假设. 

要把证明完成，注意当且仅当它的上下 Riemann 积分相等，从而当且 

仅当 

jLcLr = Jl / d ^ r , (94) 

因为 L < U ，（94) 实现当且仅当对于几乎所有 x €[>， A ], LOc )= UOc ) (习理 1). 
在那时候，就能由 （92) 推出在 [ a , 6] 上几乎处处 

L ( x ) = fix ) = U ( x ), (95) 

所以/可测，而 (87) 是 (93) 与 （95) 的必然结果. 

此外如果: r 不属于任何 P *, 便十分容易知道 UU ) = LU ) 当且仅当/在 : r 
点连续.因为^各集的并可数，它的测度是0,于是可以断定/在[>， 6] 上几 
乎处处连续当且仅当几乎处处 L ( x )= U ( x ), 从而当且仅当 / e 现（犹如上 
边见到的）. 

这就把证明完成了- 

积分和徼分之间常见的联系，大部可以转人 Lebesgue 理论中来 .若在 
[«，«上/6名并且 









I J/dp I = f|/d^ = | E gd^ = | E «d^ < J b I / I d^. 

上列等式中的第三个成立，是因为前面的等式表明是实数. 

义 1 类的函数 

作为 Lebesgue 理论的一个应用我们现在推广 Parseval 定理(在第8章只对于 
Riemami 可积的函数证过），并且对于函数的正规正交集 （orthemormal sets) 证明 
Riesz~Fischer 定理. 

11.34 定义设X是可测空间.如果复函数/可测并且 

j x I /「d"<+oo， 

就说在X 上如果 "是 Leb esgue 涮度，就说 /er. 当 /efb) 
时，（从现在起，省略“在 x 上”三个宇)定义 

11/11 =1|/1 2 知广， 

而把II/II叫做/的 f (户)范数. 

11.35 定理假设/€父 *(；!), 裒6父 2 (；*).殫么/客€逊户），并且 

} X I I < ll/ll II g II • (98) 

这是我们在级数和 Riemann 积分中已经遇到的 Schwarz 不等式.它是不 

等式 

0<| x (| /l + A I ^ |) 2 d^- II / II 2 + 2 aJ x | fg I d^+A a || sir 
的直接结果，这不等式对于每个实数 A 成立. 

H.36 定理如果 /ei? ! ( 户）， gti?* (户），那么 /+ g e 沪（户），而且 

ll/+gll < II / II + II S- II ■ 

证 Sch warz 不等式说明 

ii/+w =Jm s +J/i+j7s+.f u 

<II/II a +2 1| /|| \\ g \\ + ii^ir 



























\ x I / I 2 一 u , l 2 . (107) 

证根据 B esse l 不等式，知道 S I C J 8 收敛.令 
s H = (.1 彡 i + ... +cA， 



并且 II S ~ s „ || —0. 从而 |U II ^ || ^ || , 因为 


iui 2 + … +u ， 

我们得到 

\ x I ^ S I i 2 . ( io 9) 

现在 （106>, (108> 以及的完备性可以说明 11 /—g || =0, 因此能由 
(109> 得出 （107). 

把定理 11. 34与 11. 45合并起来，我们 得到一 个非常有趣的结论，这就是每 
个完备正规正交系 能在一 切函数把几乎处处相等的函数等同起 来）， 
与一切使 E I e - I s 收敛的序列之间，建立一一对应.表达式 

/~ 

以及 Parseval 等式合在一起表明(沁可以被看成一个无限维的欧氏空间（所谓 
Hilbert 空间），在其中点/的坐标是而函数九是坐标向量. 

习题 

1. 若/>0且如= 0,求证在 E 上几乎处处 /(_ r ) = 0. 提示，令 E , 是 E 
的子集，在它上面 /(■!■)>+. 认为 A = UE „， 那么 p ( A )=0 当且仅当对每个 n , 
m (EJ = 0. 

2. 如果对于可测集 E 的每个可测子集，那么在£上几乎处处 
/(x) = 0. 

3. 若 {/„} 是一列可测函数，求证 {/»&>} 的收敛点集是可测的. 

4. 若在 E 上义 s 在 E 上有界可測，那么在 E 上/^€於"). 

5. 置 





求证玫 4 是完备度量 空间. 
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